












 

S1. 離散時刻 𝑡𝑡 (𝑡𝑡 = 1,2,⋯ ) において，𝑆𝑆𝑡𝑡を２つの値 {1,2} のいずれかをとる２値の確率変数とす

る．𝑆𝑆1の確率分布 𝑃𝑃(𝑆𝑆1) と，𝑆𝑆𝑡𝑡 が与えられたときの 𝑆𝑆𝑡𝑡+1 の条件付き確率分布 𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑡𝑡+1|𝑆𝑆𝑡𝑡) が，それぞ

れ次のように与えられているとする． 

𝑃𝑃(𝑆𝑆1 = 1) = 𝑃𝑃(𝑆𝑆1 = 2) = 1
2

,   𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑡𝑡+1 = 𝑗𝑗|𝑆𝑆𝑡𝑡 = 𝑖𝑖) = 𝑎𝑎𝑖𝑖,𝑗𝑗, 𝑨𝑨 = �
𝑎𝑎1,1 𝑎𝑎1,2
𝑎𝑎2,1 𝑎𝑎2,2

� = �0.4 0.6
0.2 0.8�. 

さらに，任意の時刻 𝑡𝑡 において 𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑡𝑡+1|𝑆𝑆1, 𝑆𝑆2,⋯ , 𝑆𝑆𝑡𝑡) = 𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑡𝑡+1|𝑆𝑆𝑡𝑡) が成り立つとする．また，𝒒𝒒𝑡𝑡 を 𝑆𝑆𝑡𝑡 

の確率分布を表す列ベクトル 𝒒𝒒𝑡𝑡 = [𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑡𝑡 = 1)   𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑡𝑡 = 2)]𝑇𝑇 とする．このとき以下の各問いに答えよ． 
なお，𝑿𝑿𝑇𝑇 を行列またはベクトル 𝑿𝑿 の転置，𝑴𝑴−1 を正則行列 𝑴𝑴 の逆行列，𝑰𝑰 を単位行列とする．

任意の正方行列  𝑴𝑴 に対して  𝑴𝑴0 = 𝑰𝑰 と定義し，正整数  𝑁𝑁 に対して  𝑴𝑴𝑁𝑁 を行列  𝑴𝑴 と  𝑴𝑴𝑁𝑁−1 の積

𝑴𝑴𝑴𝑴𝑁𝑁−1 とする．正方行列 𝑴𝑴 に対してあるスカラー λ および零ベクトルでないベクトル 𝒙𝒙 が存在し

て 𝑴𝑴𝑴𝑴 = 𝜆𝜆𝒙𝒙 が成り立つとき，𝒙𝒙 を 𝑴𝑴 の固有ベクトルという．一般に 𝑁𝑁 個の離散確率変数の同時確

率分布 𝑃𝑃(𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2,⋯ , 𝑋𝑋𝑁𝑁) について， 𝑃𝑃(𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2,⋯ , 𝑋𝑋𝑁𝑁) = 𝑃𝑃( 𝑋𝑋𝑁𝑁|𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2,⋯ , 𝑋𝑋𝑁𝑁−1)𝑃𝑃(𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2,⋯ , 𝑋𝑋𝑁𝑁−1) およ

び 𝑃𝑃(𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2,⋯ , 𝑋𝑋𝑁𝑁−1) = ∑ 𝑃𝑃(𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2,⋯ , 𝑋𝑋𝑁𝑁)𝑋𝑋𝑁𝑁  が成り立つ．ただし，∑  𝑋𝑋 は確率変数  𝑋𝑋 の取り得る全て

の値について和をとることを表す． 
 
1) 𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑡𝑡+1 = 𝑗𝑗) = ∑ 𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑡𝑡+1 = 𝑗𝑗|𝑆𝑆𝑡𝑡 = 𝑖𝑖)𝑃𝑃(𝑆𝑆𝑡𝑡 = 𝑖𝑖)2

𝑖𝑖=1  より，𝒒𝒒𝑡𝑡+1 = 𝑨𝑨𝑇𝑇𝒒𝒒𝑡𝑡 である． 𝒒𝒒2 を求めよ． 
 

2) 𝑆𝑆1の期待値 E[𝑆𝑆1] = ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑆𝑆1 = 𝑠𝑠)𝑆𝑆1  を求めよ．ここで𝑠𝑠は𝑆𝑆1の取る値である． 
 
3) a) 𝑃𝑃(𝑆𝑆1 = 2, 𝑆𝑆2 = 2, 𝑆𝑆3 = 2) を求めよ． 

b) 𝑡𝑡 = 1,2,⋯ ,𝑁𝑁 において 𝑆𝑆𝑡𝑡 が全て 2 となる同時確率 𝑃𝑃(𝑆𝑆1 = 2, 𝑆𝑆2 = 2,⋯ , 𝑆𝑆𝑁𝑁 = 2) を 𝑁𝑁 の関数と

して示せ． 
 
4) 𝑡𝑡 が大きくなるとともに，𝒒𝒒𝑡𝑡 はある列ベクトル 𝒒𝒒 に近づく． 

a) 𝑡𝑡 が十分に大きく 𝒒𝒒𝑡𝑡 = 𝒒𝒒 であるとするとき， 𝒒𝒒 が行列 𝑨𝑨𝑇𝑇 の固有ベクトルであることを示せ． 
b) 𝒒𝒒 を求めよ． 

 
5) 実数係数 𝛾𝛾 (0 < 𝛾𝛾 < 1) を考える．𝑆𝑆𝑡𝑡 に 𝛾𝛾𝑡𝑡−1を掛けた値 𝛾𝛾𝑡𝑡−1𝑆𝑆𝑡𝑡 を考え，時刻 1 から 𝑁𝑁 までのそ

の総和 ∑ 𝛾𝛾𝑡𝑡−1𝑆𝑆𝑡𝑡𝑁𝑁
𝑡𝑡=1  の期待値 E[∑ 𝛾𝛾𝑡𝑡−1𝑆𝑆𝑡𝑡𝑁𝑁

𝑡𝑡=1 ] = ∑ 𝛾𝛾𝑡𝑡−1E[𝑆𝑆𝑡𝑡]𝑁𝑁
𝑡𝑡=1  を 𝑈𝑈𝑁𝑁 とする． 

a) 𝑆𝑆𝑡𝑡 の期待値 E[𝑆𝑆𝑡𝑡] を 𝒒𝒒𝑡𝑡 を用いて表せ． 

b) 𝑽𝑽𝑁𝑁 = ∑ 𝛾𝛾𝑡𝑡−1𝒒𝒒𝑡𝑡𝑁𝑁
𝑡𝑡=1  とする．このとき，(𝑰𝑰 − 𝛾𝛾𝑨𝑨𝑇𝑇)𝑽𝑽𝑁𝑁 = (𝑰𝑰 − 𝑓𝑓(𝛾𝛾)(𝑨𝑨𝑇𝑇)𝑁𝑁)𝒒𝒒1 が成り立つ．ここで

𝑓𝑓(𝛾𝛾) は 𝛾𝛾 の関数である．𝑓𝑓(𝛾𝛾) を求めよ． 

c) 𝑁𝑁 の関数として 𝑈𝑈𝑁𝑁 を求めよ． 

 

 
 












